Aufgabe 25

Satz . Seien p € {2,3,4,...} und ¢1,92,...,9p, € N beliebig. Es gibt genau
dann einen Baum B = (E,K) mit den p Ecken E = {ei1,ea,...,ep}, so dass
grade; = g; fir alle i € {1,2,...,p} ist, wenn wir

p
> gi=2p—2
=1

haben.

Fir p = 1 konnten wir eine dhnliche Aussage beweisen, fiir welche wir aber
g1 = 0 zulassen miissten. Da ein Baum nach Definition zusammenhéngend ist,
konnen wir aber fiir kein p > 1 zulassen, dass ¢g; = 0 ist fiir ein i € {1,2,...,p}.
Deshalb betrachten wir hier nur p > 1.

Beweis. Es ist die Aquivalenz zweier Aussagen zu zeigen. Dafiir zeigen wir,
dass die Implikationen in beiden Richtungen gelten. Als erstes betrachten wir

dafiir den einfachen Fall, dass B ein Baum mit den Ecken e, ..., e, ist, wobei
grade; = g; fur allei=1,2,...,p.
Sei also B ein solcher Baum mit den Ecken ey,...,e, und grade; = g; fiir

alle 7.8 Da ein Baum mit p Ecken stets genau ¢ = p — 1 Kanten hat, erhalten
wir mit dem Hand-Shaking-Lemma (HS)

p p
% 2=2(p—1)=2 = de; = g
D (p—1) =20 =7 gra ezvor'Z;gu

i=1

was zu zeigen war. Damit ist noch die andere Implikation zu zeigen.

Sei dafiir Y%, g; = 2p — 2 fiir ein p-Tupel (g1,92,...,9p) von natiirlichen
Zahlen. Wir werden nun die Implikation per Induktion iiber p beweisen. Da wir
die Aussage flir p > 2 beweisen mochten, fangen wir mit p = 2 an.

Induktionsanfang. Sei p = 2. Dann muss, wegen

2
91+92=Zgi=2p—2=2
i=1

und g; > 1, g1 = go = 1 gelten. Der Baum o—o erfiillt also die Forderung: Er
besitzt genau zwei Ecken ey, ey, welche beide vom Grad 1 sind.

Von nun an kénnen wir davon ausgehen, dass p > 2 ist. Wir betrachten
zunéchst einige Eigenschaften der g;, die wir dann im Induktionsschritt benutzen
werden. Man kann diese als ein ausgegliedertes Lemma betrachten.

Die g; seien o.B.d. A. aufsteigend angeordnet, also g1 < g2 < ... < gp.
Andernfalls kénnen wir sie so umnummerieren, dass diese Ungleichungen gelten.

Waire go > 2 so hétten wir

P P
2p-2=) g2 +Y 2=g+2p-1)21+2p-2.
i=1 =2

IHier konnte man auch wieder i € {1,2,...,p} schreiben; nichts anderes ist mit dieser
Notation gemeint. Ebenso wére 1 < ¢ < p moglich, wobei implizit ¢ € Z vorausgesetzt wird.
2Natiirlich wieder aus der gleichen Menge wie oben.



Dies ist aber offensichtlich ein Widerspruch (2p — 2 ist schlielich strikt kleiner
als 2p — 2+ 1). Da aus g1 > 2 schon g2 > 2 folgt, muss stets g1 = g2 = 1 gelten.

Wiire g3 = g4 = ... = g, = 1, also nach obiger Uberlegung g; = 1 fiir alle 4,
so golte
P P
21)—2:291'221:17 — p—2=0.
i=1 i=1

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung p > 2. Also gibt es ein j > 3,E SO
dass g; > 2 ist.

Induktionsschritt. Fiir ein beliebiges (p — 1)-Tupel (g3, g3, ...,g,) mit der
Eigenschaft 2(p — 1) — 2 = ¥ , g/ gebe es einen Baum B’, dessen Ecken
es,€e3,...,¢ep alle grade; = ¢ erfiillen.E

Ausgehend von den gegebenen Zahlen g; definieren wir nun die g; fiir 2 <
i < p wie folgt:

;) ai falls 7 # 7,
7 g =1 falls i = j.

Dann haben wir
P P P
Z;géDjf_Z;gngj—l:Z;gi—gl—l 291—2—2 -1)-2,
- i) =

weshalb wir die Induktionsvoraussetzung auf (g5, g3, - - -, g,) anwenden kénnen
und einen Baum B’ mit den Ecken ey, e3, ..., e, erhalten, wobei grade; = g; ist
fur allei =2,3,...,p

B’ ist schon fast ein Baum mit der gesuchten Eigenschaft. B’ hat lediglich
eine Ecke zu wenig hat, und grade; = g; — 1 ist um 1 zu klein. Fiigen wir
also eine neue Ecke e; und eine Kante eje; zu B’ hinzu, so erhalten wir den
neuen Baum B := B’ + e; + eje;, welcher die gesuchte Eigenschaft hat. Es
ist ndmlich gradge; = gradg e; = g; fir alle ¢ € {2,3,...,p} mit ¢ # j und
gradge; =gradg, e; +1=g; — 1+ 1. O

Derart ausfithrlich wird man einen solchen Beweis selten sehen. Daher im
Anschluss der Beweis zum Vergleich noch einmal in kiirzerer Form.

Beweis (kurz). Sei B ein Baum mit den Ecken {eq, ..., ey}, die grade; = g; fiir
alle 7 erfiillen. Dann ist .

> gi=20=2p-2

=1

laut Hand-Shaking-Lemma.
Seien umgekehrt g1,. .., g, gegeben mit > 2, g; = 2p — 2. Die Béume fiir
p = 1,2 erfiillen offenbar grad e; = g; fiir alle 7. Sei nun p > 2. O.B.d. A. kénnen

3Konjunktiv II von gelten; uniiblich aber nicht falsch.

4In der Ubung hatte ich an dieser Stelle die Bezeichnung ig verwendet, was zu héflichen
Doppelindizes fiihrte.

5Dies ist die Induktionsvoraussetzung, mit anderen Worten: Der Satz gelte fiir p — 1. Al-
ternativ konnte man die Induktionsvoraussetzung natiirlich auch in einen eigenen Abschnitt
verschieben.



wir g1 < g2 < ... < g, annehmen. Wére go > 1, so hdtten wir

P
W-2= g >1+2p-1)=1+2p—-2>2p -2
i=1

Also muss g1 = go = 1 sein. Hétten wir hingegen g; = 1 fiir alle ¢, so wére

P
2p*2:Zg¢ =D,
=1

also p = 2. Damit muss es ein j > 3 geben, so dass g; > 2 ist.
Setze g} = g; — d;; fur i = 2,...,p, wobei ¢;; das Kronecker-Delta ist.E Da
g1 = 1 ist und

p p

i=2 i=1
gibt es nach Induktionsvoraussetzung einen Baum B mit Ecken es,..., e, mit
den Graden grade; = g; fur alle i = 2,...,p. Also ist B + e; + eje; ein Baum
mit der gesuchten Eigenschaft grade; = g; fir alle i. O

6Dass heiBt ;5 =1 falls i = j und sonst 6;; =0



