10. Ubung Graphentheorie WS2014/15

Aufgabe 53. Sei G = (F, K) ein zusammenhéingender, schlichter Graph, K’ eine minimale
trennende Kantenmenge in G und C ein Kreis in G. Zeigen Sie: K’ und C haben eine gerade
Anzahl gemeinsamer Kanten.

Beweis. Sei E¢ die Menge der Ecken und K¢ die Merﬁllge der Kanten auf C'. Zudem habe G — K’
die Komponenten G; = (E1, K1) und Go = (Eq, K»).

Wire K/ N K; # @ oder K' N Ky # &, so konnte man diese gemeinsamen Kanten aus K’
entfernen und erhielte eine kleinere trennende Kantenmenge. Nach Voraussetzung ist K’ aber
minimal, weshalb es eine solche nicht geben kann.

Fall 1. Ist Ec C Eq oder Eo C Es, so enthilt K¢ also keine Kante von K’. C' und K’ haben
also 0 Kanten gemeinsam und die Behauptung ist erfiillt.

Fall 2. Der Kreis C' beinhalte Ecken aus E1 und aus Fs. Die Ecken von C seien eq, ..., e, in der
Reihenfolge, in der sie einander entlang C' folgen. O. B. d. A. kénnen wir e; € E; voraussetzen.

Laufen wir von e; aus den Kreis entlang, so kénnen wir mehrere Wechsel von Ecken aus F; zu
Ecken aus Fy beobachten. Da wir jedoch zuletzt wieder bei e; ankommen miissen wir fiir jeden
Wechsel von E zu Es auch anschlieSend einen Wechsel von Fs zuriick zu F; sehen. Die Anzahl
der Wechsel ist also gerade. Jeder dieser Wechsel entspricht genau einer Kante e;e; € K'NKc.

Die Anzahl der gemeinsamen Kanten ist damit gerade. O

Aufgabe 54. Sei G = (E, K) ein schlichter Graph. Fiir beliebige u,v € E sei d(u,v) die Lange
eines kiirzesten u-v-Weges in G. Zeigen Sie: Die Anzahl paarweise disjunkter Eckenmengen, die
u und v trennen, ist hochstens gleich d(u,v).

Beweis. Seien u,v € E, u # v, zwei beliebige Ecken und sei n := d(u,v) ihr Abstand. Es
gibt also einen minimalen u-v-Weg W der Léange n, der also n Kanten und somit n — 1 innere
Ecken hat. Wir kénnen W = wey, ..., e,_1v schreiben. Jede u-v-trennende Eckenmenge £’ muss
eine innere Ecke dieses minimalen Wegs beinhalten, sonst wiirden ja v und v noch durch W
verbunden.

Hétten wir n (oder mehr) paarweise disjunkte u-v-trennende Eckenmengen FEji, ... ,En,E SO
miissen wir den n — 1 inneren Ecken n verschiedene trennende Eckenmengen F; zuordnen.
Nach dem Schubfachprinzip miissen dann aber einer Ecke e mindestens zwei Eckenmengen FE;,
E; zugewiesen werden. Also kénnen n paarweise disjunkte u-v-trennende Eckenmengen nicht
paarweise disjunkt sein. Es kann damit hochstens n — 1 = d(u,v) — 1 paarweise disjunkte
u-v-trennende Eckenmengen geben. O

Aufgabe 56. Sein € N, G = (F, K) ein schlichter Graph mit p > 2n Ecken. Zeigen Sie: Ist
G ist n-fach zusammenhdngend, dann gilt: Zu je zwei disjunkten Mengen E1, Fo C F mit je
n Elementen gibt es n disjunkte u-v-Wege mit v € E; und v € E2, die auch keine Endecke
gemeinsam haben.

Beweis. Erginze den Graphen um die Ecken s,z und die Kanten K' = {su|ue€ E;} U
{vz | v € Ey} zu einem neuen Graphen G’ :==G + s+ 2z + K'.

'Hatte G — K1 mehr als zwei Komponenten, so wéire K; nicht minimal.

2 Andernfalls vertausche die Bezeichnungen zyklisch.

3K’ ist ja eine trennende Kantenmenge und C verbindet Ecken aus Fq mit Ecken aus Fs.
4Dass heifit keine Ecke taucht in mehr als einer Eckenmenge E; auf.



Der Graph G’ ist genau dann n-fach zusammenhéngend, wenn die kleinste trennende Ecken-
menge n Fcken enthélt. Sei E C E eine beliebige n — 1-elementige Teilmenge. Nach Vorausset-
zung ist G —-F zusammenhéingend. Es muss also s oder z in G' — E eine isolierte Ecke sein. Nach
Voraussetzung ist aber grad s = grad z = n > n— 1. Somit muss auch G’ —E zusammenhéngend
sein. Also ist G’ ebenfalls n-fach zusammenhéngend.

Es gibt also mindestens n disjunkte s-z-Wege in G’. Lassen wir von diesen Wegen jeweils die
Ecken s und z weg, so erhalten wir n vollstindig disjunkte Wege, deren erste Ecke in F; und
deren letzte Ecke in F» liegt, was zu zeigen war. O

Aufgabe 57. Sein € N, n # 1, G = (E, K) ein n-fach zusammenhéngender schlichter Graph,
€1,€,...,e, € K. Zeigen Sie: Es gibt einen Kreis in G, der e, eo, ..., e, als Ecken enthélt.

Beweis. Sei G n-fach zusammenhéngend mit n > 2. Dann gibt es nach Korollar 4.2.6.1 (b) zu
je zwei Ecken u,v € F mindestens n disjunkte u-v-Wege Wy, ..., W,,. Dann ist W; + Wy ein
Kreis durch u und v. Es gibt also Kreise in G.

Sei C' ein Kreis in G mit maximaler Eckenzahl aus {ej,...,e,}. O.B.d. A. kénnen wir C' =
eleazeg ...ege1 schreiben. Nehmen wir an, ¢ wire kleiner als n und somit ey keine Ecke von
C.

Da G n-fach zusammenhéngend ist, existieren n disjunkte ej-egpy1-Wege in G. Da n > /£ ist,
enthélt mindestens einer dieser Wege, etwa W1, keine der Ecken es, ... e,.H Analog gibt es einen
ex-epr1-Weg Wy in GG, der keine der Ecken ey, es, ey, .. ., e, enthélt.

Sei C" := C'—e1eg+ Wi+ Ws. Dann ist C” ein Kreis, der die Ecken e, . .., ey, e,41 enthélt, also
mehr dieser Ecken als C, aber wir hatten C' als maximal Vorausgesetzt. Dies ist ein Widerspruch
und es folgt £ = n. O

SMit anderen Worten: indirekter Beweis.
5Schubfachprinzip!



