11. Ubung Graphentheorie WS2014/15

Aufgabe 60. Sei G = (E, K) ein Graph ohne Kreise mit ungerader Linge, a € E beliebig.
Weiter sei d(u,v) der Abstand von u,v € E, d.h. die Lange eines kiirzesten u-v-Weges in G,
und

E,:={e€ E|d(a,e) gerade }, E,:={e € E|d(a,e) ungerade }.

Zeigen Sie: (G ist ein bipartiter Graph mit zugehorigen Eckenmengen F; und Fs.

Beweis. Angenommen G wére nicht bipartit. Dann gébe es eine Kante k = uv € K mit u,v €
E; (oder u,v € Ej). Sei ¢y := 66 = a, Wi = epeq...epu ein kiirzester a-u- und Wy =
epel - .. e, v ein kiirzester a-v-Weg. Wegen u,v € E; (bzw. u,v € Ep) haben beide Wege eine
gerade (bzw. ungerade) Lénge. Sei e; die letzte Ecke auf Wi, die auch auf W liegt. Dann ist
eieit1...equven el .. .e; ein Kreis in G. Da sowohl m, als auch n ungerade (bzw. gerade)
sind, ist dies ein Kreis ungerade Lange. Nach Voraussetzung gibt es solche in G aber nicht. Also
war die Annahme u,v € By (bzw. u,v € E») falsch, also G doch bipartit. O

Aufgabe 61. (a) Sei G = (F, K) ein bipartiter Graph mit p Ecken und ¢ Kanten. Ziegen Sie
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(b) Sei G = (E, K) ein r-partiter Graph mit p Ecken und ¢ Kanten und seien ¢, j € Ny gegeben
mit p=i-7r+ j und j < r. Zeigen Sie, dass G hochstens so viele Kanten hat wi

Ky 1, i+1d,...,i
—_—

j mal r—j mal

Geben Sie die maximale Kantenzahl an.

Beweis. (a) Ist E = Ej U Ej bipartit (keine Kanten innerhalb von E; und keine Kanten inner-
halb von F3) mit n = |E1|, also |E2| = p—mn, so ist offensichtlich die Anzahl der Kanten von
G nicht groer als dies Anzahl der Kanten des vollstédndigen bipartiten Graphen K, ;.

Nehmen wir also 0. B.d. A. G = K, ,—, an. Von jeder der n Ecken in E; gehen p—n Kanten
aus (eine zu jeder Ecke in Es); von jeder der p — n Ecken in Es gehen n Kanten aus. Nach
Handshaking-Lemma ist also ¢ = 3(n- (p —n) + (p — n) -n) = —n® + np =: f(n).

Lassen wir statt n € N beliebige x € R zu, so wird der Ausdruck allenfalls gréfier. Nun
konnen wir das Maximum der Funktion f: R — R, f(z) = —2? 4 pz mit den Mitteln der
Analysis bestimmen. Offensichtlich ist f'(x) = —2z 4+ p genau dann Null, wenn z = £ ist.
Es handelt sich um eine nach unten getffnete Parabel, weshalb es an der Stelle = £ ein
Maximum geben muss. Es ist also

SIS S]

q=—n2+np§—w2+pw=f(w)§f<

was zU zeigen war.

(b) Auch hier kénnen wir o. Eﬁ] davon Ausgehen, dass G ein vollstindiger r-partiter Graph mit
den entsprechenden Eckenmengen FEi, ..., E, ist. Weiterhin sei p; := |E;| fur alle 1 < ¢ < r.

!Ohne Einschréankung



O.B.d. A. kénnen wir ferner p; > ps > ... > p, annehmen. Wir miissen nun zeigen,
dass die Anzahl der Kanten maximal wird, wenn die p; sich méglichst wenig voneinander
unterschieden, dass also p1 —p, < 1 ist. Ist dies der Fall, so kann nur noch py,...,p; =i+1
und pjy1,...,pr =1 sein.

Nehmen wir nun an, G sei der r-partite Graph mit p Ecken, der die hochste Anzahl von
Kanten hat und nehmen wir an, dass p; > ¢ + 1 ist.d Dann hat jede Ecke in F; Grad
p—p1 <p—(i+1). Daj < rist muss p, <1 sein. Sei ¢ die Anzahl der Kanten zwischen
den Ecken in Fs,..., F._1. Dann hat G

g=pip2+ps+---+p)+p(p2+p3+---+p-1)+4q
=pipr+ (1 +pr)(P2+p2+ -+ 1)+ q

Kanten. Konstruieren wir nun einen neuen Graphen G’, indem wir eine Ecke aus E; entfer-
. . .. . / . .
nen und in E, einfligen. Sei also G' := Kp,_1p,,... p,+1. Dieser Graph hat

d=p1—Dpr+ )+ —1+p+D(pad+p3+---4.)+7
=pipr+p1—pr—1+(p1—1+p-+1)(p2+p3s+-+r)+q
=q+p1—pr—1

Kanten. Nach Voraussetzung ist p; > i+ 1 und p, <1, also
p—1—p—1>({+2)—i—i=1,

dass heiffit G’ hat mindestens eine Kante mehr als G. Widerspruch zur Annahmen, dass
G maximal ist. Daher kann ein r-partiter Graph G nur dann maximal sein, wenn ¢ <
P1y...,pr < i+ 1ist. G hat also die behauptete Form.

Damit ist die maximale Kantenzahl eines r-partiten Graphen mit p Ecken

JE+D(E+1)G =)+ r=5)i)+p—57ui+1)j+ (r—7—1))
= (1 +7)(j —i+j—1+ri—ij)+ (pi—ij)(ij +j+ri—ij —i)
= (if + j) (=i — L+ i+ §) + (pi —ij)(j + ri —i)
N—— ——
=p =p
= —i%j —ij+pij—ij —j+phi—pi® —pij +i%)
= p’i — pi® — 2ij — j,
denn es gibt j Komponenten mit jeweils ¢ + 1 Ecken, welche jeweils zu allen Ecken in den

anderen Komponenten benachbart sind und p — j Komponenten mit jeweils ¢ Ecken, die
ebenfalls zu sémtlichen Ecken in den anderen Komponenten benachbart sind. O

Aufgabe 62. Sei G = (F, K) ein schlichter Graph.

(a) Zeigen oder widerlegen Sie: Jede iiberdeckende Eckenmenge E' C E von G enthilt eine
minimale tiberdeckende Eckenmenge E” C FE'.

(b) Zeigen oder widerlegen Sie: Jede unabhingige Kantenmenge K’ C K von G ist in einer
maximalen unabhingigen Kantenmenge K" D K’ enthalten.

2Indirekter Beweis
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Ziegen Sie: f(G) > 6(G).

Beweis. (a) Gegenbeispiel:

()
Offenbar ist E' = {ej1,e3} eine iiberdeckende Eckenlfnemge,E doch die einzige minimale
Eckeniiberdeckung ist E” = {es} ¢ E'.

Gegenbeispiel:

K' = {ege3} ist offensichtlich eine unabhingige Kauatenmenge,H aber die einzige maximale
unabhingige Kantenmenge in G ist K” = {ejes,e3e4} 5 K'.

Beweis durch vollstédndige Induktion nach p.

IA. p=1 = G = K;. Offensichtlich ist S(K;) = §(K;) = 0.
p=2q=0 — B=6=0H

p=29g=1 = B=46=1.

IV. Fiir alle Graphen G’ mit p’ < p Ecken gelte g > 4.

IS. Sei G = (F, K) ein Graph mit p > 3 Ecken und e € E eine Ecke von minimalem Grad.

Fall 1. Es gibt eine minimale Eckentiberdeckung E; von G mit e € Ej.

Sei G/ := G — e = (F',K'). Dann hat G’ genau p — 1 Ecken, weshalb, nach Induktionsvor-
aussetzung, B(G’) > 6(G’) ist.

Der Grad jeder Ecke ¢’ von G’ ist hochstens um 1 kleiner als der Grad dieser Ecken in G,

da von jeder dieser Ecken hochstens eine Kante €’e entfernt wird (G ist ja schlicht). Also
ist 8(G") > 6(G) — 1.

Dann ist E} := E; \ {e} eine minimale Eckeniiberdeckung von G’, da mit e auch all emit e
inzidenten Kanten entfernt wurden. Ist » = |Ey|, so haben wir also |E{| = r — 1. Also ist

BG)=r=B(G)+1>68G)—1+1=05G).

Fall 2. Gibt es keine minimale Eckeniiberdeckung FE7, die e enthélt, so muss, damit alle zu
e inzidenten Kanten abgedeckt sind, F; alle Nachbarn von e enthalten. Nach Voraussetzung
sind dies §(G) Stiick. Es ist also B(G) = |E1| > §(G). O

Aufgabe 63. Sei G = (E, K) ein vollstandiger r-partiter Graph mit p Ecken. Zeigen Sie:

(a)
(b)

B(G) = 6(G) = o(G) = AG).

G ist genau dann Hamiltonsch, wenn p < 23(G) ist.

D. h. eines der Enden jeder Kante von G ist in £’ enthalten.
4D.h. keine zwei Kanten aus K’ haben eine gemeinsame Ecke, K’ ist also ein Matching.
5Der Einfachheit halber lasse ich ab jetzt die Argumente von 8 und § weg, sofern klar ist, um welchen Graphen

es geht.



Beweis. (a) Sei E = E} U FEyU...U E, die Eckenpartition, E; habe die Eckenzahl p; und es
gelte pr <p2 <... < pr.
Fiir jedes e € E; gilt grade = Y j_1pj; > p—p, = 6(G) > p—p,. Fiir i = r gilt Gleichheit,

J#i

also §(G) = p — p,.
E' := E\ E, ist eine Eckeniiberdeckung, da jede Kante hochstens eine Endecke in E,. hat,
also inzident zu mindestens einer Ecke aus E’ ist. Damit ist 5(G) < p —r = 0(G). Laut
Aufgabe 62 (c) ist stets S(G) > 0(G), womit wir 3(G) = §(G) erhalten.

Es ist zudem o(G) < 6(G): Nehmen wir an, dass o(G) > §(G) wére. Sei E’ eine trennende
Eckenmenge mit o(G) Elementen und E” := E'\ E’. Dann hat E’ weniger als p—p, Elemente
und somit E” hochstens p — (p — pr — 1) = p, + 1. Also enthélt E” Ecken aus mindestens
zwei der Eckenmengen Fjy,..., E,, etwa F; und F;. Sei u € F; und v € E;. Dann sind u
und v benachbart in G, denn G ist vollstandig r-partit.

Sei w € E” beliebig. Ist w ¢ E;, so ist w mit u verbunden. Ist jedoch w € E;, so ist w zu v
benachbart und der Weg wou liegt in E”. Da w beliebig gewéhlt war ist G — E' zusammen-
hianged, £’ also keine trennende Eckenmenge. Die widerspricht der Voraussetzung, weshalb
die Annahme o(G) > §(G) falsch sein muss.

Nun gilt bekanntermafien o(G) < A(G) < §(G). Damit folgt die Behauptung.

(b) Sei zundchst G Hamiltonsch und C' ein Hamilton-Kreis in G. Die Ecken von E, sind nicht
benachbart, dass heifit entlang C' muss zwischen je zwei Ecken aus F, mindestens eine Ecke
aus E \ E, liegen, weshalb E \ E, mindestens p, Elemente haben muss. Daher ist p > 2p,.
Nach Aufgabenteil (a) gilt 8(G) = §(G) = p — pr, also p, = p — B(G). Dies impliziert
p >2(p— B(Q)), was aquivalent zu p < 25(G) ist.

Sei nun umgekehrt p < 25(G). Mit 8(G) = §(G) = p — p, folgt

r—1
P>2p = p—pr2pr = Y Di > Dr
i=1
Laut Satz 4.3.3 bedeutet das, dass G Hamiltonsch ist. O

Aufgabe 64. Sei G = (E; U Ey, K) bipartit und der Grad jeder Ecke von F; mindestens so
grofl wie der Grad jeder Ecke von FEs. Zeigen Sei: Es gibt ein vollstdndiges Matching von FEj
nach Fs.

Beweis. Nehmen wir an, es gebe kein vollstdndiges Matching von F; nach E5. Nach dem Hei-
ratssatz von Hall gibt es eine Teilmenge S C Ej, so deren Nachbarschafsmenge N(S) weniger
FElemente als S hat.

Wir definieren den minimalen Grad einer Eckenmenge S durch §(S) := min{ grade | e € S }.

Von S gehen g5 = >_ g grad e Kanten nach N(5), denn es gibt keine Kante zwischen Ecken
von S, da S C F; und G bipartit ist. Ist r die Anzahl der Elemente von .S, dann folgt mit
grade > §(S)

qs > 1-6(9).

Hat N(S) s Elemente, dann ist der durchschnittliche Eckengrad in N(.5)

r-0(S)

S

> 6(S)7



da r > s ist nach Voraussetzung fiir S. Es gibt also mindestens eine Ecke ¢’ in N(S) mit
grade’ > §(5). Sei e € S so gewihlt, dass grad e = §(S) ist. Dann ist grad e’ > grad e. Das ist
ein Widerspruch zur Voraussetzung der Aufgabe. Also muss es doch ein vollstdndiges Matching
geben. ]



