12. Ubung Graphentheorie WS2014/15

Aufgabe 65. Sei G der folgende bipartite Graph

E, = {A,B,C,D,E,F,G} und Ey = {Ma,Ph, Ch, En, Fr, Ge, Er}. Die fett gedruckten Kan-
ten stellen das gegebene Matching M dar. Bestimmen Sie, ausgehend von M ein maximales
Matching mit dem Algorithmus nach Satz 4.5.7.

Lésung. M ist offenbar ein geséttigtes Matching.ﬁl Wir beginnen den Algorithmus mit der An-
fangsecke e = EB Dann ist S1 ={E}, S2 =9, N(S1) = {Ch,Ma} # Ss.

o Wiahle y; = Ch. Dann ist 21 = E, 2y = B, S = {E,B}, S2 = {Ch}, N(51) =
{Ch,Ma, En} # S.

o Wihle yo = Ma. Dann ist 29 = B, 20 = A, S; = {E,B, A}, So = {Ch,Ma}, N(S1) =
{Ch,Ma, En, Ph} # Ss.

o Wihle y3 = En. Dann ist x3 = B, 23 = D, S; = {E,B,A,D}, So = {Ch,Ma, En},
N(S1) = {Ch,Ma, En, Ph, Fr, Ge} # Ss.

o Wihle y4 = Ph. Dann ist x4 = A, 24 = F, Sy = {E,B,A,D,F}, So = {Ch,Ma, En, Ph},
N(S1) = {Ch,Ma, En, Ph, Fr, Ge} # Ss.

o Wihleys = Fr. Dannist x5 = D, 25 = C, S1 = {E,B, A, D, F,C}, S, = {Ch,Ma, En, Ph, Fr},
N(S1) = {Ch,Ma, En, Ph, Fr, Ge} # Ss.

e Wihlen wir nun yg = Ge und zg = C, so existiert kein geeignetes zg.

Damit ist der Algorithmus beendet. Der hierbei konstruierte geséttigte M-alternierende Wur-
zelbaum 7' ist, wobei die roten und nur die roten Kanten zu unserem urspriinglichem Matching

M gehoren.

Da weder E noch Ge zum Matching gehéren haben wir den M-erweiternden Weg E, Ch, B, En, D, Fr, C, Ge
gefunden. Definiere also ein neues Matching M’ durch

M’ := M \ {BCh, DEn, CFr} U {ECh, BEn, DFr, CGe}.

'Dass heiflt, es gibt keine Kante k € K \ M, so dass M U {k} wieder ein Matching ist.
2Wir hétten hier auch e = Ge wéhlen kénnen. Wichtig ist nur, dass e zu keiner Kante k € M inzident ist.



Aufgabe 67. (a) Sei G = K5 oder G = K33, und k eine beliebige Kante von G. Zeigen Sie:

G — k ist planar.

ilt das auch fur G = mit p > 6 oder G = Ky, , mit m > 3 und n > 47
b) Gilt d h fiir G = K}, mit p > 6 oder G = K, i >3 und n > 47

Beweis. (a) Sei k eine beliebige Kante von Kj5. Der Graph K5 —k hat genau 5 Ecken, kann also

keine Unterteilung des K33 enthalten. Ebenso ist klar, dass ein echter Teilgraph von Kjx
keine Unterteilung des K5 enthalten kann. Damit ist K5 — k nach dem Satz von Kuratowski
planar.

Ist k£ eine beliebige Kante von K33, so enthélt K33 — k genau % — 1 = 8 Kanten, der K5
hat aber schon % = 10 Kanten. Also kann K33 — k keinen Teilgraphen haben, der zu K5

oder K33 isomorph ist. Also ist auch K33 — k nach Kuratowski planar.

Man kann jedoch auch ganz elementar zeigen, dass K5 — k und K33 — k planar sind,
indem man einfach eine ebene Darstellung der Graphen angibt. Aufgrund der Symmetrie
der beiden Graphen ist es unerheblich welche Kante £ man auswahlt.

Die Kante k ist jeweils gestrichelt eingezeichnet. O

Fiir p > 6 konnen wir einen zu K,_; isomorphen Teilgraph von K, durch K, — e fir
eine beliebige Ecke e von K, konstruieren. Da K, — e ein Teilgraph von K, — k fiir jede
mit e inzidente Kante £ ist, enthdlt K, — k stets einen zu K,_; isomorphen Teilgraphen.
Fiir p > 6 konnen wir also nicht durch das Weglassen einer Kante aus K, einen planaren
Graphen erhalten.

Sei uv eine beliebige Kante von K, ,,. O.B.d. A. sei v € F1 und v € E, wobei E = E1UE»
mit m = |Ej| und n = |Ey| ist. Dann ist K, , — v ein Teilgraph von K, , — uv und ist
isomorph zu K,, ,—1. Dieser enthdlt dann wegen m > 3 und n > 4 den K33 als Teilgraph,
ist also nicht planar. Auch die vollstandigen bipartiten Graphen mit K, , mit m > 3 und
n > 4 kénnen wir nicht durch das Entfernen einer Kante planar machen.



Aufgabe 69. Sei G ein schlichter Graph mit p > 11 Ecken. Zeigen Sie: Es kénnen nicht G und
G planar sein.

Beweis. Angenommen G und G wiren beide planar. Aus der Definition des Komplements folgt,

dass ¢ + ¢’ = () ist, wenn ¢ die Anzahl der Kanten von G und ¢’ die Anzahl der Kanten von

G ist. Weiterhin bleibt bei der Bildung des Komplements von GG die Anzahl der Ecken gleich.
Nach Satz 5.2.7 (c) ist zudem ¢ < 3p — 6 und ¢’ < 3p — 6. Also haben wir
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Die Funktion f: R — R definiert durch f(x) = 22 — 132424 hat genau zwei Nullstellen, nimlich
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f(x) <0 gilt fiir alle x € [z1, 2], wenn wir die Nullstellen so benennen, dass z1 < x ist. Nun
ist x9 ~ 10.772. Fiir alle > 11 ist daher f(z) > 0. Die Ungleichung ist also fiir kein p > 11
erfiillt. Damit kénnen nicht sowohl G, als auch G planar sein. O

Aufgabe 70. Sei G ein schlichter zusammenhéngender ebener Graph, s; die Anzahl der Lénder
der zugehoérigen Landkarte mit ¢ Kanten. Zeigen Sie:

(a) Ist G 3-regulér, dann gilt

o0

12 =3s3 + 254+ 55 — »_(i — 6)s;.
=7
(b) Gilt §(G) > 3, dann gibt es mindestens ein Land mit hochstens 5 Kanten.
(c) Gilt die Behauptung aus (b) auch, wenn §(G) < 2 ist?

Beweis. (a) Offensichtlich muss in einem schlichten Graphen jedes Land mindestens 3 Kanten
und damit auch 3 Ecken haben.

Zéhlen der Ecken bzw. Kanten je Land und Summieren liefert

2= is;=3p, (1)
i=3
da G 3-regulér ist.E

Die Euler-Formel fiir zusammenhéngende ebene Graphen besagt, dass p— g+ s = 2 ist, also
6p — 6 + 65 = 12. Nun nutzen wir %@) und erhalten

(o.¢] o0 o0 o
2) isi—3) isi+6Y s =12 = > (6—i)s; = 12.
1=3 =3 1=3 =3

Daraus folgt die Behauptumg.H O

3 Andernfalls géibe es Ecken, die zu mehr oder weniger als 3 Léndern gehéren.
“Vorfaktoren von sz bis s¢ in dieser Summe sind 6 —3=3,6—-4=2,6—-5=1und 6 —6 = 0.



(b)

Ist 6(G) > 3, so ist Y ;o5 is; > 3p, woraus wir wie bei Aufgabenteil (a)

[e.9]

D (6 —i)s; > 12

1=3

erhalten. Die Vorfaktoren aller s; mit ¢ > 7 sind negativ, weshalb die linke Seite der Unglei-
chung negativ ware, wenn es keine Lénder mit 3, 4 oder 5 Kanten giabe. Es liegt in diesem
Fall offenbar ein Widerspruch vor, womit wir gezeigt haben, dass es mindestens ein Land
mit héchstens 5 Kanten gibt. O

Fin Kreis der Lénge 6 ist ein Gegenbeispiel, da die zugehorige Landkarte genau zwei Lander
besitzt, die beide Sechsecke sind.



