Aufgabe 20. Sei X = {x1,...,2411} C E? und je d + 1 der Punkte sind affin un-
abhéngig. Zeigen Sie: Es gibt genau eine Zerlegung von X in Teilmengen Y, Z C X
mit

YUuZ=X, YNZ=0, (convY) N (conv Z) # @.

Lésung.

Existenz. Nach dem Satz von Radon gibt es eine Zerlegung Y, Z von X, d.h. es gilt
YNZ=gund YUZ =X, mit convY Nconv Z # &.

Eindeutigkeit. O.B.d. A. sei {z1,...,2n} =Y und {zm+1,...,2442} = Z (andern-
falls konnen wir ja die z; geeignet umbenennen). Wegen convY Nconv Z # & gibt es
also ein € convY Nconv Z.

Wir kénnen dieses x als Konvexkombination von 1, ..., 2, und als Konvexkombinati-
ON VON Ty i1, - - ., Ta42 schreiben. Seien also o, B; € [0,00),1 < i <m, m+1 < j < d+2,
gegeben mit

d+2 d+2
Zozlxl =z = Z Bjx; mit Zozl =1= Z Bj-
j=m+1 j=m+1

Wir 16sen beide Gleichungen nach Sgio2442 bzw. 412 auf und erhalten

dt1 dt1
Ba+2Tdy2 = Z awi+ Y (=Bj)z; und By = Z a+ > (=B (1)
Jj=m+1 j=m+1

Annahme: 412 = 0. Dann ist natiirlich S41224+2 = 0 und wir erhalten

d+1 d+1
0= Zazxz + Z j)z; und 0= Zal Z —Bj).
j=m+1 j=m+1

Sei X' := X \ {zgs2} = {z1,..., 2441} die Menge der anderen Punkte.
Nach Voraussetzung ist jede (d 4 1)-elementige Teilmenge von X affin unabhéngig,

dass heif3t
d+1 d+1

Z)\kl'k:() und Z)\lzo
k=1 k=1

impliziert A\, = 0 fir alle k =1,...,d+1, womit hier o; =0 fiiri =1,...,mund 3; =0
fur j =m+1,...,d+1 folgt. Damit ist aber ) ;" a; = 0, was aber nach Voraussetzung
1 ist. Widerspruch. Also muss 442 # 0 sein.

Wir kénnen damit ([ll) durch B442 teilen und erhalten

d+1 d+1
Tiyo = i + Lr; und 1=
Z 5d+2 . ; zm;l 5d+2 Z 5d+2 ; %:H Bd+z



womit wir also xg4i9 als Affinkombination von xq,...,x411 geschrieben haben. Die Af-
finkoeflizienten nennen wir

i falls 1 <7 < m,
B2
)\i = _,8
2 fallsm+1<i<d+1.
B2

Da X’ affin unabhéngig ist, ist diese Darstellung eindeutig. Insbesondere sind gilt fiir
die Vorzeichen der )\;, dass

_— +1 falls 1 <i<m,
S1€1 A; —
BTN fallsmt+1<i<d+l,

dass heiffit wir kénnen am Vorzeichen des Koeffizienten \; ablesen, ob z; in Y oder Z
liegt.

Angenommen, es gibt zwei verschiedene Zerlegungen Y,Z und Y’,Z’ von X mit
convY NconvZ # & und convY’' NconvZ' # @. Seien nun \; bzw. A, die geméf
den obigen Uberlegungen zu Y, Z bzw. Y’, Z' gehorigen Affinkoeflizienten. Da weder alle
o, noch alle ; gleich Null sein kénnen, kénnen wir o.B.d. A. davon ausgehen, dass
A1, M, # 0 sind.

Ist p:= %, so gilt Xj —p- A1 =0. Setze nun A := X, —p- \; firallei =1,...,d+ 2.
Aus [ = 0 folgt

d+2 d+2
Z Nz; =0 und Z N =0.
1=2 =2

Da X \ {z1} nach Voraussetzung affin unabhéngig ist, haben diese Gleichungen nur die
triviale Losung A/ = 0 fiir alle s = 2,...,d + 2.

Da A1, A} > 0sind, haben also A; und X, stets das gleiche Vorzeichen. Oben hatten wir
aber gesehen, dass genau dann x; € Y ist, wenn \; > 0 und analog z; € Y/ <= X, > 0.
Alsoist z; €Y <= x; €Y' alsoY =Y’ und Z = Z'. Die Zerlegung ist also eindeutig.

O]

Aufgabe 21. Sei S eine Familie konvexer Korper im E? mit mindestens d 4+ 1 Mitglie-
dern, a € R positiv. Zeigen Sie: Es gibt einen Punkt x € E?, der zu jedem Mitglied der
Familie S hochstens den Abstand « hat.

Beweis. Schreibe d(xo,Y) := inf{||lx —y|| | y € Y } fiir den Abstand eines Punktes xg
von einer Menge Y.

Sei K eine konvexe Menge und = € E% d(z, K) < « gilt genau dann, wenn es ein
y € K gibt, so dass ||z — y|| < a, also genau dann, wenn es ein y € K gibt mit « € B, (y)
(Kugel vom Radius o um y). Dies ist genau dann der Fall, wenn z € K + B, (0).

Fir ein beliebiges K; € S setzen wir K/ := K; + B,(0) und S’ := { K | K; € S}.
Nach Voraussetzung haben je d+1 Mitglieder von S’ einen nichtleeren Durchschnitt. Der



Satz von Helly besagt in dieser Situation, dass alle Mitglieder von S’ einen nichtleeren
Durchschnitt haben.
Jeder Punkt # € (\greq K] # @ hat dann von keiner der Mengen K; € S einen

Abstand > «, insbesondere gibt es also ein solches € E¢. O

Aufgabe 23. Auf einem Feld liegt eine Anzahl von weiflen und schwarzen Schafen. Zei-
gen Sie: Kann man bei je 4 durch einen geradlinigen Zaun die weiflen von den schwarzen
Schafen trennen, dann kann man dies mit einem solchen Zaun fiir die ganze Herde.
Verallgemeinern Sie die Aussage fiir hdhere Dimensionen.

Verallgemeinerung: Seien A, B C E? endliche Mengen und A U B enthalte mindestens
d + 2 Punkte. Weiter gebe es zu jeder Teilmenge C C A U B mit d 4+ 2 Punkten eine
Hyperebene Hc mit ANC' C int H und BNC C int H . d.h. eine trennende Hyperebene
fir ANC und BN C.

Dann gibt es eine Hyperebene H mit A C int H~ und B C int H™.

Das urspriingliche Problem erhalten wir fiir d = 2. In diesem Fall sind A und B die
schwarzen bzw. weifilen Schafe, das Feld liegt in E?, d +2 = 4 und die Hyperebenen sind
Geraden, entsprechen also unseren geradlinigen Zaunen.

Beweis. Sein = (y1,...,7) € B4, yq41 € Rund ¢ := (n;7441), dh.c = (Y1, .+, Ya Yag1)-
Wir definieren die Hyperebene H(c) durch

H(e):={z € B |2 -n = y4s1 )

Wir kénnen offenbar jede Hyperebene in E? mit einem geeignetem ¢ € E¥+! als H(c)
schreiben.

Fiir jedes a € A sie K, := {c € E¥*! | ¢-a < 74441 }. Die Elemente von ¢ € K,
beschreiben also Hyperebenen H(c), so dass a € int H(c)™ ist. Entsprechend definieren
wir Kj :={c € B | c-b> 441 } fiir alle b € B, womit b € int H(c)" fiir alle ¢ € K,

Sei a € A beliebig. Dann ist

A+ (1 =Nc)a=A-a+ (1=Nc a<Mgp+ (1= NV = Vi
~—_———
=:c/’
fir alle ¢, ¢ € K, und A € [0, 1]. Damit ist K, konvex. Analog sind alle K} konvex.
Nach Voraussetzung ist fiir jede Menge C' C A U B mit mindestens d + 2 Punkten der

Durchschnitt (),co K¢ nichtleer. Nach dem Satz von Helly ist damit auch der Durch-
schnitt K := (",c4p K¢ nichtleer. Jedes Element ¢ € K reprisentiert eine Hyperebene
H := H(c), firr die A Cint H~ und B C int H* gilt. O

!Die ersten d Koordinaten von ¢ enthalten den Normalenvektor, die letzte Koordinate die rechte Seite
der Normalengleichung der Hyperebene.



